CHUYÊN ĐÈ BẮT ĐẲNG THỨC 

I-CHỨNG MINH BÁT ĐẲNG THỨC BẰNG PHƯƠNG PHÁP BIÉN ĐỔI TƯƠNG 
ĐƯƠNG 


Đe chứng minh một bất đắng thức bằng phương pháp tương đương, ta có thế làm theo 2 
ý tưởng: 

-Biến đổi BĐT cần chứng minh tương đương với một BĐT đã biết là luôn đúng. 

-Sử dụng một BĐT đã biết, biến đổi để dẫn đến BĐT cần chứng minh. 

Một số bất đẳng thức luôn đúng: 


• A 2 > 0. 


• A 2 + B 2 > 0. 


• A.B > 0 với 


I A>0 
[B> 0 
[A<0 
B < 


A 2 + B 2 > 2AB. • A 2 +B 2 > -2AB 


Bài 7 .Chứng minh các bất đẳng thức sau và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 


a) (a + bý > 4 ab, Va; beịli 

c)a + b + — >\fã + \b, Va; b > 0. 

e) a 2 +b 2 +c 2 + 12> 4 (a + b + c), Va; b; c GÙ* 
g) a 4 + 3 > 4a, Va G Q , 
a 2 

i )-— + b 2 +c 2 >ab-ac + 2 bc, Va; b; c e □ . 
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k) a 2 (1 + b 2 ) + b 2 (1 + c 2 ) + c 2 (1 + a 2 ) > 6 abc. 
m) X 2 + y 2 + 5 > xy + X + 3 y, Vx, y G ư , 
o) X 2 + ly 2 + 2xy - 2x - 5y + 4 > 0, Vx, y GÕ * 
q) X 2 + y 2 + xy - 5x - 4y + 7 > 0, Vx; t/eU. 
s) X 2 + y 2 + 1 > xy + X + y, Vx; y G u . 
u) X 4 + y 4 + z 4 > xyz(x + y + z), Vx; y; z G u . 
5(a 2 + 1) 11 


b)2 (a 2 +b 2 )>(a + b) 2 , Va; Ỉ7GU. 

à) a + b + c + — >4ã + \Ịb + \fc, Va; b; c > 0. 

4 

f) a 4 ± a + 1 > 0, Va G Ị * 

h)a 2 +b 2 +A>ab + 2a + 2b, Va; b; cgD . 

j) 4a 4 + 5a 2 > 8a 3 + 2a -1, Va G D . 

l)a 4 + b 4 +c 2 +1>2 a(ab 2 -a + c + 1), Va,fc,c. 
n)4a 2 +4Ỉ7 2 + 6a + 3 > ấab, Va; b€.ữ, 
p) X 2 + y 2 + xy - 3x - 3y + 3 > 0, Vx; y G u . 
r) X 2 + 4y 2 + 3z 2 + 14 > 2x + 12y + 6z, Vx, y, z. 
t) X 2 + y 2 + z 2 > xy + yz + zx, Vx, y, z G u . 
v) ab + 2frc + 3ca <0, \/ :a + b + c = 0. 


X) 


a 

a 2 +1 


2a 


>— , Va>0. 
2 


y)ị + ị+ấ>3 

y X 


f X Ư 
— + — 

V X 


, Vx ^ 0, y ^ 0. 


z) a 3 Ỉ7 2 + Ỉ7 3 c 2 + c 3 a 2 > a 2 b 3 + b 2 c 3 + c 2 a 3 , Va > b > c> 0. 


2. Chứng minh các bất đẳng thức phụ thường được sử dụng sau: 

a) a 3 +b 3 > a 2 b + ab 2 = ab(a + bị Va > 0; b > 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

b) 4(a 3 +Ễ> 3 ) > (a +b) 3 , Va > 0, > 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

c) a 2 + b 2 + c 2 > ab + bc + ca, Va; b; c gỆ . Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 
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d) 3(a 2 + b 2 +c 2 )>(a + b + cf > 3 (ab + bc + ca), Va; b; c e LI . Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

e) (a 2 +b 2 +c 2 ) 2 >(ab + bc + ca) 2 >3 abc(a + b + c), Va; b; c. Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 
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f) a 2 +ab + b 2 >-(a + b) 2 , Va; beữ , Dâu đăng thức xảy ra khi nào ? 

g) 4ầ • sịb > sỊa+b, Va > 0; b > 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

/;)v 1 • a + V 1 ! b > 1 + s/ĩ+ã+b, Va > 0; b > 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

0 — — - > 2n ~ b , Va > 0; b> 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

a + ab + b 3 

k) a 4 + b 4 > a 3 b + ab 3 =ab(a 2 +b 2 ), Va; b; c eU . Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

112 '9 

l) — — r + — — - > — — , Vxy > 1. Dâu đăng thức xảy ra khi nào ? 

1 + X 1 + y 1 + xy 


112 '9 

m) — — - + — — — < — — , Vxy < 1. Dâu đăng thức xảy ra khi nào ? 
1 + x 1 + y ĩ + xy 


112 A 9 

n)— — + — — > — ==, V : xy > 1. Dâu đăng thức xảy ra khi nào ? 
1 + x 1 + y 1 + ^xy 

112 ^9 

0) — — + — — < — ==, V : xy < 1. Dâu đăng thức xảy ra khi nào ? 
1 + x 1 + y 1 + ựxy 


1113 /-9 

p ) — + — — - + — ^ > — — — , Vx > 1; y > 1; z > 1. Dâu đăng thức xảy ra khi nào ? 
1 + X 1 + y 1 + z 1 + xyz 


, 1 1 1 

í?) — - + — -> — - — , V: 

(1 + x) (1 + y) 1 + xy 



Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 




( 1 A 

í 1 

'N 


r 2 D 

2 

--1 


-1 

> 

1 

, V:\ 



y 


i^a + ỉ> J 

1 


a>0; b> 0 
a + b< 1 


Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 


z?ài -k Cho a, Ỉ7, c, . Chứng minh rằng a 2 + b 2 >2 ab (1). Áp dụng bất đẳng thức (1) để chứng minh 
các bất đẳng thức sau và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

a) (a 2 + l)(ỉ> 2 + l)(c 2 + 1) > 8abc. 

b) (a 2 + 4 )(b 2 + 4)(c 2 + 4)(d 2 + 4) > 256 abcd. 


c) a 4 + b 4 + c 4 + d 4 > 4 abcd. 

Bài 4 . Cho a, c sD . Chứng minh bất đẳng thức: a 2 + b 2 +c 2 >ab + bc + ca (2). Áp dụng bất đẳng thức (2) 

để chứng minh các bất đẳng thức sau và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

a)(a + ỉ> + c) 2 <3(a 2 +b 2 +c 2 ). b )(a + b + c) 2 >3 (ab + bc + ca). 

c) a 4 + b 4 + c 4 > abc(a + b + c). d) a 4 + b 4 + c 4 > abc, (a + b + c = 1). 
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X a 2 + b 2 +c 2 f a + b + c^\ 

e) — — >' 


r-x a + b + c ịab + bc + ca , 
í) — ^ J ^ , Va, b, c > 0. 


3 V 3 7 3 V 3 

Mi 5. Cho a,b> 0. Chứng minh bất đẳng thức: a 3 + b 3 > a 2 b + b 2 a = ab(a + b) (3). Áp dụng bất đẳng thức 
(3) để chứng minh các bất đẳng thức sau và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 


_3 . 7,3 7.3 , -3 .3 . 3 

.ữ +0 b +c c + # 7 \ w 7 n 

rt) — — — + — - — + — — — > 2(a + b + c), Va, b, c > 0. 
ab bc ca 

b) — + — + — + — + — + — > 2(fl + b + c), Va> 0, b> 0. 
b c a a b c 

1 1 11 

c) — = + -T = + -T = , Vfl, c>0. 

a +b + abc b + c + abc c + a + abc abc 

1 1 1 {a,b,c> 0 

+ + < 1, V :ị 

a 3 + b 3 + 1 ỉ> 3 + c + 1 c 3 + fl + 1 aỉ>c = 1 


e) 


a 


+ - 


a + b + c 


a +ab + b b +bc + c c +ac + a 


, Va, b, c > 0. 


/) 3 ! 3 3 + ^- 7^' Va, fe, c >0. 

a + abc + b b + abc + c a + abc + c abc 

1 1 1 \a,b,c> 0 

a + b + 1 b + c + 1 c + a + 1 [abc = l 

5b 3 - a 3 5 c 3 - b 3 5 a 3 - c 3 

h) — — + — — + — — C — <a + b + c, Va, b, c > 0. 

ab + 3 b cb + 3c ac + 3 a 

19b 3 - a 3 19 c 3 -b 3 19 a 3 -c 3 , , 

0 — — T- + — — V + — r á 3 (a + b + c). 

ab + 5 b bc + 5 c ca + 5 a 

k)^Ịể(a 3 +b 3 ) + ^4 (ỉ> 3 +c 3 ) + 3 Ậ(C 3 +a 3 ) >2(a + b + c), Va, b, c > 0. 

Bài 6 . Cho a, b, X, t/eĩỊ* Chứng minh bất đẳng thức: V? + X 2 + ^jb 2 + y 2 > Ậa + bý + (x + yf (4) (gọi là bất 
đẳng thức Mincốpxki). Áp dụng bất đẳng thức (4) để chứng minh các bất đẳng thức sau hoặc tìm giá 
trị nhỏ nhất của biểu thức p và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

a) Chứng minh: yỊĩ + a 2 + \/l + b 2 > yfE, Va > 0; b > 0 và a + b = l. 


b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: p = ^ja 2 + -^ + ịb 2 + -Ẹ với I 

c) Chứng minh: ịx 2 + \ + L 2 + Ậ + Jz 2 +-ị-> yjsĩ, Vx, y, z > 0 và 


a ^ 0 

b* o’ 


và x + y + z = \. 


d)Tìm giá trị nhỏ nhất của: p \ 223 I .r’ I x 223 I }/■' I \ 223 I r’ với 


. íx>0,v>0 / z>0 


1 


x + y + z 


=s 
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Bài 7 . Chứng minh các bất đẳng thức sau: 


Đối với bài toán 2 biến đối xứng hoặc 3 biến đối xứng mà có điều kiện ràng 

(x-a)(y-a)>0 
(x-b)(y -b)>0 

buộc x;ye[a;b] hoặc x;ị/;ze[íj;ỉ)] thì các đánh giá ị(x-a)(b-y)<0 hoặc 

(x-a)(x-b)< 0 
(y-a)(y-b)<Q 

(x - a)(y - a)(z - a) > 0 

(x-b)(y-b)(z-b)<0 là rất chặt vì 1 trong 2 biến ị hoặc 3 biến) bằng điếm biên 


thì có đăng thức xảy ra. 


a) Cho X, ye[l;2l Chứng minh: o A ' + 2ụ — + y + 2x — > x + y . 

■ L J X 2 +3y + 5 y +3x + 5 x + y + 1 

b) Cho a; b; c <= [l;3] và a + b + c = 6. Chứng minh: ll^ab + bc + ca<12 và a 2 + b 2 + c 2 < 14. 

c) Cho a,b,ce[ 1,3] và a + b + c = 6. Chứng minh: 4(a 3 +c 3 ) + 13b 2 +5<13(fl 2 +b 2 +c 2 -1). 

d) Cho a,b,ce[ 1,3] và a + b + c = 6. Chứng minh: « 4 +10Ỉ7 2 +c 4 <10(« 2 +Ỉ7 2 +c 2 )-18. 

e) Cho a; b; c <E [ũ;2j và a + b + c = 3. Chứng minh: 3<fl 2 +b 2 +c 2 <5. 

f) Cho a,b,ce[ 0; 2] và a+b+c = 3. Chứng minh: 3<fl 3 +Ỉ7 3 +c 3 -3(fl-l)(fc-l)(c-l)<9. 

g) Cho a; b;ce[- l;ĩj và a + b + c = 0. Chứng minh: a 2 +b 2 +c 2 < 6 và fl 2 + b 2 + c 2 < 8 - abc. 

h) Cho a; b; ce[-l;2] và a 2 +b 2 +c 2 = 6. Chứng minh: a + b + c> 0. 
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i)Cho x,y,z:x+y+z = 10 và xyz = xy + yz + zx . Chứng minh: —~<xy + yz + zx< 32. 

Bài ff. Cho X, y, z là các số thực dương. Chứng minh các bất đẳng thức sau 


a) X 2 + y 2 + z 2 + 2 xyz + 1 > 2(xy + yz + zx). 
c) xyz + X 2 + y 2 + z 2 + 5 > 3(x + y + z). 


b) xyz + 2(x 2 +y 2 +z 2 ) + 8 >5(x + y + z). 

3 

c) x 2 +y 2 +z 2 + 2 xyz > 1, với X + y + z = - • 


TRẦN CÔNG HÙNG 


TRANG 4 


II-BẤT ĐẲNG THỨC CÔ SI 


Kỉ thuật ghép đối xứng 


Dang 1 . Cho X, Y, z> 0. Chứng minh: X + Y+Z>A + B + C. 


Chứng minh: 


Cauchy 

X + Y > 2 A 


Cauchy © 

y+z > 2 B => 2(x+y+z)>: 


Cauchy 

z + x > 2 c 


Tổng quát 


mX + ìiY + pZ> ( m + n + p)A 

mY + nZ + pX > (m + n + p)B =>(m + n + p)(X + y + Z) > (m + n + p)(A + B + C) 
mZ + nX + pY > ( m + n + p)C 


Dạng 2 . Cho X, Y, z> 0. Chứng minh: XYZ>ABC. 

XY > A 2 

YZ > B 2 => xyz > V A 2 B 2 C 2 = \ABC\ > ABC. 


Neu chứng minh được: 


zx>c 2 


Bài 7 .Chứng minh các bất đẳng thức sau và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 


a) a + b + c > yfãb + \Ịbc + 4cã, Va; b; c > 0. 
c)ab • bc • cu> \ỉiibc(\ii • ví’ • \ỉc), Va;b;c >0. 

e)a 2 +b 2 +- + -> 2(\fã + yỊb), Va; b> 0. 
a b 

\ a b c ^ 1 1 1 w , - 

g)— - + — + —>- + - + 2 / v fl ; c> 0 . 
bc ca ab a b c 

^2 

i) — + — + — >a + b + c r Va; ỉ>; c>0. 
b c a 

k) 4 a 2 + 9b 2 + 5 > 4(fl + 3fe), Va; ỉ> e u . 

X fl 2 ỉ> 2 c 2 ^ a c b _ , 

m) Vabc^o. 

ỉ> 2 c 2 a 2 c b a 

o) (1 + <0(1 + Ỉ7)(l + c) > (1 + ĩỊẫbcý ,\/a; b;c> 0. 


b) a + b + 1 > yfãb + 4ã + \Ịb, Va; b > 0. 

d) + Ỉ7 + — > n/Ã + \fb, Va; b; c > 0. 

ab bc ca , , , , 

1) — + — + — >fl+Ỉ7+c, Va; ơ; c > 0. 
c a b 

h) ab + - + - > a + b + 1, Va; b; c > 0. 
a b 

j )a 2 + b 2 +4>ab + 2(a + b), Va; beU, 

1) 3a 3 + 7b 3 > 9afc 2 , Va>0,b>0. 
a 3 b 3 c 3 

n ) — + — + — >ab + bc + ca, Va; b; c>0. 
b c a 

p) ( V a + \Ịbf > 64 ab(a + b) 2 , Va > 0, b> 0. 


q)a 2 (l + Ỉ7 2 ) + Ỉ7 2 (l + c 2 ) + c 2 (l + a 2 )>6ok:, với a, b, c là các số thực không âm. 

>3\Ịb, Vx; y; z> 0 và xyz = 1 . 


3 , „2 


r) 


ựl + X 3 + \f ỵjĩ + l / 3 + z 3 Ạ + + X 

*y yz 


- + - 


zx 


s) 


a + fc + c a + ỈM-c a + Ỉ7 + c 


a 


> 9, với fl, Ỉ7, c là các số thực dưong. 
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■A a b c 

t) - + — r— — — + 


u) 


a 2 +b 2 b 2 +c 2 a 2 +c 2 2Ka b c 

2 b 2 .1 


líl 1 ì\ 

- + - + - với a, b, c là các sô thực dương. 
2 Va b c) 


a 


- + - 


l + 16a 4 1 + 16ỉ> 4 4 


< 4 với a; b eO . 


ab bc ca a + b + c w , - 

v)— — + < — — — , V<Ịỉ>>0 

a+b b+c c+a 2 


a > 0 
b> 0- 
c > 0 


x) Cho a, b, c là các số thực không âm. Chứng minh: a + ỉ? + c> v^ + t/k^ + t/cõ 3 '. 

r \ \ 

y) Cho x,y là các sô dương thỏa: x + y< 1. Chứng minh: — — — + — + 4xt/ >11. 

X +y xy 


z)Cho X, y, z> 0. Chứng minh: 


y+z z+x x+y 


+ - 


> 6 . 


, X 3 V 3 z 3 

w)Cho X, y, z là các sô thực dương. Chửng minh: — + — + — >x + y + z. 

IJZ xz xy 

Bài 2. Chứng minh các bất đẳng thức sau và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 


a) - + - > , Va > 0, b > 0. 

a b a + b 

c) (a + b){ 1 + ab ) > ấab, Va > 0, b > 0. 

2 lA 


e) 


b 

U H — 

c 


V2 

a 


V t yv “A 


^ a A 
c + — 
b 


>8, v< 


a,b,c> 0 
abc = l 


g)(a 2 +b 2 )(b 2 +c 2 )(c 2 +a 2 )> 8 a 2 b 2 c 2 ,\/a,b,c> 0. 

i) (afc + 2)(fcc + 2)(a + d)(í? + 1) > 32, V C' c ' d > 0 

abc = 1 


b) - + - + -> — , Va>0, b> 0, c>0. 

a b c a+b+c 

d) (a + b)(b + c)(c + a)> 8abc, Va, b, c>0. 


0 


1+í 


'l + »' 

V c J \ 


V ' 


>8, Va,ỉ>,c > 0. 


h)(a + ỉ> + c)(a 2 +Ỉ7 2 + c 2 )>9aỉ>c, \/a,b,c> 0. 

j)(l + a + Ỉ7)(a + b + aỈ7)>9afr, Va>0, fr>0. 


1 1 19 [a,Ỉ7,c>0 

k) 1 1 > — , V 1 

a+b b+c c+a 2 a+b+c=l 


1) — — — I — — — I — Va,b,c> 0. 
b+c c+a c+a 2 


m) 


o) 


„ 1 1 

2a H — I — 
b c 


nl 1 1 
2b + - + - 
c (ĩ 


„ 1 1 

2c + - + - 
(ĩ b 


> 64, V < 


fl >0 

fe>0- 

c>0 


n) 


' 2-2 


2-2 


ít \ 


Ị -1 

c 


>8, V 


ịa,b,c > 0 
Ịa + Ỉ> + C = l 


( lì 

( lì 

( ì) 

í a , ỉ>, c > 0 

, , 1 

1+- 

1 + - 

1 + - 

>64; V ; • 

p)aỉ>c<-, v< 

V 

l bj 

V c ) 

[a + ỉ> + c = l 

F 8 


a,b,c,d> 0 

111- 

- + — —>2 


1 + a 1 + ỉ? 1 + c 


1 


1 111 

q )abcd< — ,\/a, b, c, d> 0 và — - — I — - — I — — + 

81 1 + a 1 + b 1 + c 1 + d 


>3. 


1 • \1 i -V 1 • \ d 1 y 1 + %/ĩ 

— 1 1 I — r. — I — — — 

X y 


r) + y ■ -\r 1 - 7 + 22222V212 < xyz với X, y, z là các số dương thỏa X + y + z = xyz. 
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s) Cho a,b,c > 0 và đăt X = a + -, y = b + -,z=c + ~- Chứng minh xy + yz + zx > 2(x + y + z). 

b c a 
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Sí ~. \a,b,c> 0 3 12 , 

t) Cho ị • Chứng minh: — + 2(ab + bc + ca).= — + 4 + 4c-2c . 

\a + b + c = 3 & abc v ' (3-c) 2 .c 

u) Cho A ABC CÓ chu vi bằng 3 và gọi a, b, c là độ dài 3 cạnh tam giác. Chứng minh rằng ta luôn có: 

3a 2 + 3Ỉ> 2 + 3c 2 + ấabc > 13. 


3fl 2 + 3b 2 + 3c 2 + Aabc > 13. 
v)Cho a,b, c> 0 thỏa aỉ?c = l. Chứng minh: 


a 2 +b 2 - c 2 b 2 +c 2 -a 2 c 2 +a 2 - b 2 


f 2 lì 

/ 

2 

1 3 


y 

+ 2 

l y J 

V 

X J 


>3. 
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v)Cho X, y là các số dương thỏa: x + y = l. Chứng minh: ^ , y , „ 

l y A x 2 16 

x)Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh: abc>(b + c-a)(c + a-b)(a+b-c) 
, , . , . _ - . , ịl + a 2 . Ịl + b 2 . Ịl + C 2 ^ „ 


y)Cho a,b, c> 0 thỏa: ab+bc + ca> 0 . Chứng minh: ị ~~ + ]j — - + - 3 - 

Bài 3 .Chứng minh các bất đẳng thức sau 
a)Cho a, b là các số dương. Chứng minh: ( a + b + 2 ) 


1 1 

1 

a + 1 Ỉ7 + 1 


>4. 


/ 
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+ -^ + - 


fl + ỉ> ỉ> + c c + a 


b) Cho a, b, c là các số dương. Chứng minh: ( a + b + c ) 

c) Cho a>0\b>0 Chứng minh: a + b + 1 > yfãb + yfã + s . 

d) Cho a,b(E R. Chứng minh: a 2 +b 2 +9>ab + 3(a + b). 

/''IU ' a + b a 2 +b 2 a 3 +b 3 

e) Cho a>0,b>0 . Chứng minh: — — . — — <— 

f) Cho a,b<E R. Chứng minh rằng: a 2 +b 2 +l>ab + a + b. 

g) Cho a>0,b>0 . Chứng minh rằng: — — — + — — — < - • 

2 a+b 2 b+a 3 

h) Cho a>0,b>0,c>0 Chứng minh rằng: (a 2 +2)(b 2 +2)(c 2 +2)>16yf2abc. 

i) Cho 3 số dương a,b,c. Chứng minh: - + — + — >- + - + -• 

bc ac ab a b c 

k) Cho a >0,b> 0,c>0. Chứng minh: — + — + — >a + b + c. 

a b c 

l) Cho 3 số dương a; b; c. Chứng minh: a 2 +b 2 + c 2 +2abc + ĩ>2(ab +bc + ac). 

m) Cho a >0, b >0,c>0. Chứng minh: + + - + - + -■ 

b c a c b a 

n) Cho a>0,b>0. Chứng minh: a ■ b ~l> \iab + \ia +\b. 

o) Cho a>0,b>0 Chứng minh: (a + 3)(2b + l) 

p) Cho a>0,b>0,c>0. Chứng minh: 


>?. 

2 


f , 1 A 

6 + - 

V a ) 


>48. 


( 13 

(u 1^1 

( i) 

U H 

b + - 

c + - 


V 

V c) 


> 8 . 


q)Cho a>0,b>0,c>0. Chứng minh: - + - + ->^L + - Í L + - Í L' 

« b c yfãb 4bc 4cã 

Bài 4 . Chứng minh các bất đẳng thức sau 


TRẦN CÔNG HÙNG 


TRANG 7 


a)Cho a >0,£>0,c>0. Chứng minh: — + — + — >_L + _L + . 1 


bc ca ab s fãb ^ Ịbc %/õc 


b)Cho * > 0 và y > 0. Chứng minh: (1 + xy) 


r \ 1 A 

— + — 

V* y J 


>4. 


( a'] 


í, M 

( c3 

1 + - 



9 + - 



l c ) 



c) Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh: 

d) Cho ữ>0,z?>0,c>0. Chứng minh: (a + b + c)(a 2 +b 2 + c 2 )>9abc. 

e) Cho fl -0/ b>0; c>0. Chứng minh: (l + a)(l + b)(a+c)(b+c)>16abc. 

f) Cho a>0,b>0,c>0 Chứng minh: (a + b)(b + c)(c + a)>8abc. 

g) Cho «>0, b>0, c>0. Chứng minh: 


>48. 


l + a - 
V b 


uỊ 

V Cy 


l+ c - 

V a J 


> 8 . 


h)Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh: a+4b + 9c> l4ứ> + 6 yjbc + 3\fca. 


a b 


- + — — + — — > 


a + b + c 


i)Cho a>0, b>0, c>0. Chứng minh: ab + - + -> a + b + l và - 

b a b + c a + c a + b z. 

k) Cho 3 số dương a, b, c thỏa abc = 1. Chứng minh: (fl + l)(b + l)(c + l)>8. 

l) Cho 3 số a, b, c không âm thỏa abc = 1. Chứng minh: a 2 (l + b) + b 2 (l + c 2 ) + c 2 (l + a 2 )>6. 


ịa> 0, b> 0, c>0 
\a + b + c = 2 

ịa>0, b>0, c>0 , ■ u a 2 b 2 c 2 „ . s o 

• Chứng minh: + — + — > 3. Dâu đăng thức xảy ra khi nào ! 


m) Cho ự ' ^ ~ . Chứng minh: - ab — + + C3L < 1. Dấu " = " xảy ra khi nào ? 

[fl + ỉ> + c = 2 a + b b + c c + a 

n) Cho 


[a + b + c = 3. ^ c fl ỉ> 

p)Cho hai số dương a và b, chứng minh: a 2 b+b 2 a + a + b>^ab. Đẳng thức xảy ra khi nào ? 


KỶ THUẬT TÁCH THÊM BỚT - CHỌN ĐIÉM RƠI 


Nhắc lại bất đắng thức Cauchy và một số dạng khác của nó: 

© Va >0; b>0 thì ta có: bb > «Jãb. Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi a = b. 

2 


Một số dạng khác của bất đẳng thức trên: 

• \fãb < a + b , Va > 0, b> 0. 


a 2 + b 2 

• ab < — , Vn, be.. . 


a.b < 


r a + b * 


V 2 , 


, Va, beữ. 


• a 2 + ư > 2 ab, Va, b e □ . 


© Va > 0; b>0; c > 0 thì ta có: > ị[ãfc .Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 


Một số dạng khác của bất đẳng thức trên: 

• ĩịa.b.c < a + - + c , Va > 0, b > 0, c > 0. • abc< 


( 7 \ 3 

a + b + c 


, Va> 0, b>0, c>0. 


TRẦN CÔNG HÙNG 
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• a 3 + b 3 +c 3 > 3 abc, Vfl > 0, b > 0, c > 0. 


/7 3 k 3 1 £ 3 

aỈ7c < — , Ví7>0, Ỉ7>0, c>0. 


* Một số hằng đẳng thức cần nhớ: 

• X 3 + y 3 = (x + y) 3 - 3 xy(x + y). 

• X 2 + y 2 + z 2 = (x + y + z) 2 - 2 (xy + yz + zx). 


3 3 3 

X +y +z = 


{x + y + zf - 3(x + y){y + z)(z + x) 

3xyz + (x + y + z)(x 2 + y 2 + z 2 - xy - yz - zx) 


BÀI TẢP VÂN DUNG 

Bài 5 . Ch ứng minh các bất đẳng thức phụ thường được sử dụng sau: 

a) X 2 + y 2 + z 2 > xy + yz + zx. b) (x + y){y + z)(z + x) > 8xyz, Vx, y, z > 0. 

c)3(x 2 + y 2 +z 2 )>(x + y4-z) 2 , Vx, y, z. d)(x + y + z) 2 > 3(xy + yz + zx), Vx, y, z>0. 

e) (xy + yz + zx) 2 > 3xyz(x + y + z), Vx, y, z > 0. 

g) (x + y + z)(x 2 +y 2 +z 2 )> 3 (x 2 y + y 2 z + z 2 x), Vx, y, z > 0. 

Bài ố . Chứng minh các bất đẳng thức sau và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 


f)x 3 +y 3 >-(x + y) 3 , Vx, y> 0. 


a) 


a 2 + 2 

\ịa 2 + 1 


>2, Vrteũ . 


b) 


a 2 +6 

4Ỗ 2 +2 


>4, Va e 0 » 


c) 4^- > 2, Vx > -3. 


e) 


a/x + 3 
fl 2 +5 

\/ fl 2 +1 


>4, Vrt e □ . 


g) 5x H — — — > 15 + 2\fE, Vx > 3. 
X - 3 

i) — + ->3 + 2^, Vx e (0; 1). 
l-x X 

1 10 

k)fl + ->— , v« > 3. 

a 3 
1 9 

m)fl + -V>-, Vfl > 2. 
a 2 4 


1\ X + s - w 

d) - >6, Vx > 1. 

V X - 1 

~ 1 

f) X H — — — > 3, Vx > 1. 

X — 1 

h)- + -^->3, Vx > 2. 

2 x-2 

j)9x + ^1>24, Vx > 1. 
x-1 

n 1 17 w „ 

1) a + — >—, Va > 4. 
a 4 

n) X 2 + — > 39, Vx > 6. 

X 


o) 


' 1 A 

H 


^ 1 ^ 

b + - 1 - 


V ơ 7 


153 

>— , Va>4,b>2. 
16 


q)x + 
s) X + 
u)rt + 


(x-2) 2 

4 


(*-ỉ/)(y+i) 


>5, Vx > 2. 

J>3, Vx>y>0. 


p) X + 

r)fl + 

t) + 


>3, Vx > y > 0. 


(x-y)-y 

4 > 2^2, Va >b> 0. 


b.(a-bf 

1 


27 


2(fl-l)(rt + l) 3 2 


>— , Vfl>l. 


v) 2rt + 


c(a-b)(b-c) 
1 


(fl-ỉ’)(ỉ’-c)(fl + l) 


>4, Va > b > c > 0. 

>4,Va>b>c>0. 
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25 27 

x) X + 2y + — + > 19, Vx, y > 0. 

X y 

z) 2 fl 4 + —ĩ— > 3fl 2 - 1, Vfl e □ . 

1 + ữ 2 


y) 


fl 2 +fr 2 

a-b 


> 2 \ 2, V 


>ỉ> 
jflỈ7 = 1 


w) 


2 fl + 1 


1 fl 


> 3, Vfl > — , - > 1. 
4fe(fl-b) 2 Ỉ7 

z?ài 7 . Chứng minh các bất đẳng thức sau và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 
Cho x>0,y>0,z>0 Chứng minh: 


a ) Ị y 2 Ị z 2 ^ x+y+z 

x+y y+z z + x 2 

c) + ỵỊ + 4 > x+ r z - 

3y + 2z 3z + 2x 3x + 2y 5 


e) jĩL + jL + jL> x 2 + y 2+z2 

y+z z+x x+y 

„3 „,3 


3 2 2 2 

V X I/ z X + y + z 

ợ) — 2 + —X + — - > 2 

2 y + 3z 2z + 3x 2x + 3y 5 

Bài 8 . Chứng minh các bất đẳng thức sau 


b) Ể. I Ể. I Ẻ. ^ x+ y +z 

y + 2z z + 2x x + 2 y 3 

d) 4- y — + z \ > x+ y +z . 

(y + z) 2 (z + x) 2 (. x + y f 4 

f) * 3 , j/ 3 , 2 3 ^ x 2 +y 2 +z 2 

2y + z 2z + X 2x + y 3 

h) * 3 Ị l f Ị z3 ^ x + y + z 

y(z+ x) z(x+ y) x(y+ z) 2 


a)Cho j x ' l/ ' z>0 . Chứng minh: A 1 y 

[xyz = 1 


X 2 y 2 z 2 3 
— — + — — + — — > - • 
1+y l+z 1+x 2 


b) Cho 

c) Cho 

d) Cho 

e) Cho 


Ị X, 1 / > 0 Qrá nũnh: — — + -^—>1. 
[xy = 1 1 + yl + x 


X, y, z > 0 
xyz = l 

[x, y, z > 0 
[xyz = 1 

íx,y,z>0 


• Chứng minh: ^- + ^- + ^->3. 

y z X 


Chứng minh: 


X 3 y 3 z 3 3 

(l + y)(l + z) + (l + x)(l + z) + (l + x)(l + y) 4' 


Chứng minh: 


X 3 y z 3 3 
1 > — • 


1 1 ^ — • 

[xy + yz + zx = 3 ^ y 2 + 3 z 2 + 3 X + 3 4 

Bài 9 . Chứng minh các bất đẳng thức sau và cho biết dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

a) Cho a,b,c> 0 thỏa a + b + c = 3. Chứng minh: 4ã + 3b + Ạ + 3c +yjc + 3a<6. 

b) Cho a, b, c >0 thỏa a+b+c = 1. Chứng minh: y/a+b +y/b+c +^/cTfl < \(i. 


c)Cho 


\a, b, c, d> 0 


•Chứng minh: v4ií 4- 1 -r \4/i -1 -r V 4r +- 1 - \ 4í/ - 1 < 4\2. 


[a + b + c + d = 1 

d) Cho a, b, c >0 thỏa a+b+c = l. Chứng minh: \db + ịfbc + \fcã < \J3. 

e) Cho a, b, c> 0 thỏa a + b + c = 6. Chứng minh: lỊa + 3b + ìỊb + 3c +\Ịc + 3a <6. 

f) Cho fl, ỉ>, oO thỏa a + fc + c = 3. Chứng minh: V Íí - 2b - v/> • 2r - ve - 2a < 3\j3. 


TRẦN CÔNG HÙNG 
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g)Cho a, b, c>0 thỏa a+b+c = l. Chứng minh: + ^/3c+ĩ < 3 ^/ 2 . 

i)Cho a>l, b>l. Chứng minh: a4b-l+b\Ịa-l<ab. 

Bài 1 0 . Chứng minh các bất đẳng thức sau 

a) Cho x,y>l. Chứng minh: XyỊy- 4 + yyỊx- 4 < — • 

b) Cho các số thực a, b, c thỏa a > c > 0 và b>c. Chứng minh: Ậ{a-c) + ^Jc(b - c) < 4ãb. 

c) Cho x,y,z>l. Chứng minh: xy4z - 1 + yzyỊx - 1 + zXyjy - 1 < • 

d) Cho X > 4, z > 1, y > 9. Chứng minh: xy4z-l + yz4x - 4 + zx^Jỹ - 9 < llxyz • 

1 3 

e) Cho X > 0, y > 0, z > 0. Chứng minh: > — — -• 

Ậx + 2z){y + 2z)xy (x + y + z) 

f) Cho a>0, b>0, c>0. Chứng minh: 1 > — 

(a + b)Ặa + 2c)(b + 2c) 2(a + b + cỴ 

g) Cho số thực không âm X Chứng minh: 6 . 4 4x 3 + X < 4x + 4x 2 + 2. 

h) Cho số thực xe[4;6]. Chứng minh: a/x-4 + Ựó-x<2. 

i) Cho số thực xe ;5 • Chứng minh: a/x + 3 + ^3x + l +4%/5-x <12. 

j) Cho số thực xe 42)242 . Chứng minh: \8-r’ + J 

k) Cho số thực X>1. Chứng minh: Jx - - + Jl - - < X. 


X 2 -2 15 X 2 1 


2x 2 4 4 X 2 


l)Cho số thưc x>2. Chứng minh: \jx + l + ^ x Ị 1 44 x — ^<3. 

3(yx 2 í 1)' 

Bài 11 . Tìm giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau và cho biết giá trị ấy đạt tại vị trí nào của biến ? 


N. X 18 
a)y = — + — , Vx>0. 
2 X 


c) y = X + 1 4 — — — , Vx > 3. 
X - 3 


è)y = 5x + 


1 


20(x - 1) 


, Vx > 1. 


g)y = Vx>2 - 

2 x-2 

_x 5 1 

■ 3 2x1 2 


b) 1 / = X + — — — , Vx > 1. 
x-1 

d) y = X + — , Vx > 0. 
4x 

X 2 

f)y = y + ^T, Vx>l. 
2 x-1 


h) y = — H — — — , Vx > -ĩ. 
* 2 x + ĩ 

j) y — ~~ f Vx e (0;1). 
1-x X 


TRẦN CÔNG HÙNG 
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1 \ X + 3 16 

K) V = — — + — , Vx > -1. 
4 x + 1 


\)y = 


x 3 +l 


, Vx > 0. 


m )y = 


X 4 +1 


, Vx^o. 


n) y = 3x + — , Vx > 0. 


°)y = 


X +4x + 4 


X 


, Vx>0. 


p)y = 


X + X + 4 
x + 1 


, Vx>-1. 


q)y = ( 4+ * +2 ’ .tt>0. 


r)y = (2 ĩ± 5X5 ĩ± 14)_ V:r>0 


s)y = 


X 2 - X + 9 
x-2 


, Vx > 2. 


t)y = 


X — X + 3 




, Vxe(0;l). 


\ 4x + 1 „ 

u) y = , Vx > 0. 


yx 


v)y = - 


r, Vx > 1. 


x)y = - 


Vx > 3. 


%/x- 3 

z) p = 24 Vx > 4, y > 1. 

ự(x-4)(y-l) 


sỊx-ĩ 

y) p =n==— ' Vx>1 ' y >L 

ự(x-l)(y-l) 

w) p = . * y Vx > 9, y > 9. 

ự(x-9)(y-9) 


z?ài 72. Tìm giá trị lớn nhất của các hàm số sau và cho biết giá trị ấy đạt tại vị trí nào của biến ? 


a)y = x(4 - x), Vx e [ũ; 4] . 
c)y = (x + 3)(5-2x), Vxe 


»4 


-4 


1 3 

2 ; 5 


»4 


e)y = (2x-l)(3-5x), Vxs 

g)y = 4x 3 -x 4 , Vxe[ũ;4]- 
i)y = x 2 (3-x), Vxe[ũ;3]- 

k)y = x(fl - 2x) 2 , Vx e 

m) y = X 2 \Í9 - X 2 , Vxe[-3;3]- 
o) y = (4 + x)Vl6-x 2 , Vx e [ũ;4] ■ 
q)y = ựx 2 (2-x), Vxe[ũ;2]- 
s) y = sỊx-2 + 2-v/ó-x. 

u)y = ^— Vx > 1. 


b) y = 4x(8 - 5x), Vx 
d) y = (2x - 1)(4 - 3x), Vxe 
f)y = 4(x-l)(8-5x), Vxe 


1 4 

2' 3 


'4 


h) y = (1 - x)(l - X 2 ), Vx e [-1; 1] ■ 
j)y = x 2 (l-x), Vxe[ũ;l]- 


1) y = |x| y4 - X 2 , Vx e [-2; 2] • 

n) y = X + %/ 2 - X 2 , Vx r ~\2 ; >/2 
p) y = (fl + x)víí — X 2 , Vx e [ũ; fl] ■ 
r) y = x/x-l + yỊò-X. 
t) y = 5-s/x+ĩ + 3\<6 — X. 

v) y = — , Vx > 2. 
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x)p = 


z)p 


Xyịy-ấ + y\Ịx-A 
xy 

xJỹ - 2 + y\Ịx - 3 
xy 


y)p = 

w)p = 


x^Ịỹ - 4 + yyjx - 1 
xy 

x^ịy-5 + y\jx - 2 
xy 


CÔ si ngược dấu 


Một sổ trường hợp nếu đánh giá trực tiếp bằng Cauchy thì sẽ đưa về dạng A<P>B: 
không nói lên được điều gì ?! Khi đó, ta biến đôi và áp dụng BĐT Cauchy ngược dấu sẽ 

tránh đươc điều này. Chẳng han cần chứng minh: ———>?!. Neu áp dung Cauchy dưới 

1 + b 

<— sẽ không đạt yêu cầu. Khi đó cần thêm trước nó là dấu —,'tức 

ab 


mẫu số được a 
biến đoi 


1 + b 2 2 b 

a a(l + b 2 )-ab 2 


a Ịj2 Cauchy 

= a- ——— > fl - — sẽ được dầu mong muôn. 
1 + b 2 2 5 


l + b 2 l + b 2 

Thông thường, sau khi sử dụng kỹ thuật ngược dấu sẽ đưa bài toán bất đăng thức hoán 
vị về dạng bất đắng thức đối xứng và giản lượt đi mẫu sổ, giúp ta dễ dàng xử lý hơn so 
với đế nguyên thủy. 


Bài 13 . Cho X, y, z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện: x + y + z = 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

thức: p = -d^ + -ỵ ~ t + - A t - 
l+y l+z 1 + X 

Bài 14 . Cho các số thực không âm X, y, z thỏa mãn điều kiện: x + y + z = 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức: p = — ^——4- — ^—4- — — • 
x + 2 y y + 2z z + 2x 

Bài 15 . Cho các số thực dương X, y, z thỏa mãn điều kiện: x + y + z = 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 


thức: P = ^- + ^- + ^-. 

c + 2y y + 2z z + 2x 3 


XV 2\J y + 2z z + lx 

Bài 16 . Chơ các số thực không âm X, y, z thỏa mãn điều kiện: x + y + z = 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của 

biêu thức: p = ~— — + Ar - — + -2- — 
y + 1 z +1 X + 1 

Bài 17 . Chơ X, y, z là ba số thực dương. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 

p _ Jỹz_ I Vãz I Ễl 

X + 2 Jỹz y + 2^/xz z + 2- s jxỹ 

Bài 18 . Chơ các số thực dương X, y, z thỏa mãn điều kiện: xyz = 1. Hãy thn giá trị nhỏ nhất của biểu 

4 4 _ 4 

, U r X y y z z X 

thức: p = V - + ? + -y-A— ■ 

x 2 +l y 2 +1 z 2 +l 

Bài 19 . Chơ X, y, z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện: x + y+z = 3. 

rvL.' ■ . X 3 y 3 z 3 x + y + z 

X + y y + z z + X 2 

Bài 20 . Chơ X, y, z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện: x + y + z = 3. 


TRẦN CÔNG HÙNG 
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Chứng minh rằng: — - — + — ^ — + — ^ — >-• 

XJ 3 + xy z 3 + yz z 3 +zx 2 

Bài 21 . Cho X, V, z>0 thỏa mãn điều kiên: xvz = l. Chứng minh: x + v + z>ii^ + ^-^ + ^-^-- 

\ + y \ + z 1 + x 

Bài 22.Cho ị x ' y ’ z ~° • Chứng minh: — — + -Ạ - — + -r^ — > - • 

[x + y + z = 3 b ý 3 + 16 z 3 +16 X 3 +16 6 

KỸ THUẬT ĐỔI BIẾN 


Mục đích chính của việc đổi biến là chuyển bài toán từ tình thế khó biến đổi đại số 
(biến cũ) sang trạng thái dễ biến đổi đại số hơn (biến mới). Thông thuờng, với bài 
toán biến mới là những bài toán quen thuộc. Do đó, cần phải nắm vững các kĩ thuật 
biến đổi cũng nhu việc sử dụng thành thạo các BĐT thông dụng và cần nhớ rằng, nếu 
bài toán có điều kiện ràng buộc thì khi đổi biến cần chú ý điều kiện biến mới sao cho 
khi đặt ẩn thì điều kiện ban đầu và cuối cùng đuợc đảm bảo, chẳng hạn như: Cho 


a, b, c > 0 và abc = 1 . Tìm GTLN - GTNN của biểu thức p = Từ điều kiện, ta có 

thể đặt a = b = —, c = - nhằm đảm bảo điều kiện ban đầu: ábc = -■ — ■- = 1. 

y z X y z X 


Phép đặt ẩn phụ cũng thường gặp đối với bài toán đẳng cấp, nghĩa là sau khi chia cần 
đổi biến. 


BÀI TÂP VÂN DUNG 

Bài 23 -Cho X, y là 2 số thưc khác 0. Chứng minh: f x y ^ - +^- + ^->3. 

(x + y ) y X 

íx>0, y>0, z>0 , . , 3 2 

Bài 24. Cho ị " • Chứng minh: + — — T — ->14. 

[X + V + z = 1 xy + yz + zx X + y + z 

Bài 25. Cho 3 số thực dương a, b, c thỏa mãn điều kiện: 2ab + 5bc + 6ca = 6abc. Tìm giá trị nhỏ nhất của 

1 • Ẵ ,1 í ab ấbc 9 ca 

biêu thức: p= — + — + — ■ 
b + 2a b + 4c a + 4c 


Bài 26. Cho 


9' 


x>0,y>0,z>0 

111 • Chứng minh răng: 

— + — + — = 1 3 X + 3 y+z 

[3 X 3 ỵ 3 Z 


9 ^_ 

3 y +3 X 


9 ^ 

3 2 + 3 x+y 


>- 


3 x + 3 y +3 Z 


Bài 27 . Cho Ị x,y ' z>0 - Chứng minh: x ^ y + z) r + x ộ z + x) r + z ^ x + y) >2. 

\xyz - 1 y^Ịy + 2zyz zyz + 2x\Ịx xsỊx + 2yyy 

ữ 2 b 2 c 2 

Bài 25.Cho a, b, c là đô dài 3 canh tam giác. Chứng minh: — — — + — - — + — — 

b+c-a c+a-b a+b-c 

Bài 29. Cho X > 0, V >0, z >0. Chứng minh: + — + — >-• 

2x+y+z 2 y+z+x 2 z+x+y 4 


>a + b + c. 
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Bài 30 . Cho a, b, c là các số thực dương thoả mãn điều kiện: abc = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

a (b + c) b (c + a) c (a + b) 

Bài di .Chơ các số thưc dương a, b, c. Chứng minh: a + h + — ì ^~ — + — c -^~ — > — ■ 

a + b + c Aa + b + c 1 6b + c + a 15 

Bài 32 . Cho các số thưc dương a, b, c. Chứng minh: — — + — — + — — >-, (BĐT : Nesbitt) ■ 

b+c c+a a+b 2 


Bài 33.Cho các số thưc dương a, b, c. Chứng minh: — + — + — <-• 

2x + y + z 2y + z + x 2z + x + y 4 

<1, (/MO -2000). 

>s. 


Bài 34. Cho 


Bài 35. Cho 


ịa, b, c > 0 
[abc = 1 

\a, b, c > 0 


Chứng minh: 


í , lì 

í, 1 lì 

r „ lì 

a-l + - 

Ỉ7-1 + - 

C-1 + - 

l b) 




n i, u +2a 2 yỊc 2 +2 b 2 \[ã 2 + 2 c 

• Chứng minh: -P— + ^— + — — — 

ab + bc + ca = abc ab cb ac 


X, y, z > 0 

Bài dố .Chơ ị 1 1 1 • Chứng minh: ựx I í V 1 / ư; ì v : ! i/x > yxi/r I t y i/ I \Ịz. 


Bài 37 . Cho 


- + - + - = : 
X y z 

ịa, b, c, d > 0 
I ab = cd = 1 


• Chứng minh: (a+b)(c + d)+ấ>2(a+b + c + d). 


Bài 35.Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh: a ~ + + lr + cn + r + ab > a + b + c. 

b + c c + a a + b 

Bài 39. Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh: + k + c ) + 6 ( ab + bc + ca) > 3 

• & & 2 7abc ( a + b + c f 


Bài 40 . Chơ X>2, y>2, z>2 và - + — + - = 1. Chửng minh: (x-2)(y-2)( Z -2)<l. 

X y z 
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© 

© 


Bất đẳng thức Cauchy - Schwarz loại I 

w , n í (a.x + b.y) 2 <(a 2 +b 2 )(x 2 +y 2 ) r , . X y 

Vx; y; a; bsũ thì: , • Dâu " = " xảy ra khi - = ^, (a; b*0). 

ị\a.x + b.y\<Ậa 2 + b 2 )(x 2 + y 2 ) fl b 


Vx; y; z; a; ỉ); ceũ 


thì: 


(rt.x + b.y + c.z) 2 < ( a 2 +b 2 +c 2 )(x 2 + y 2 + z 2 ) 
I a.x + b.y + c.z I < Ặã 2 +b 2 + c 2 )(x 2 + y 2 +z 2 ) 


Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi - = ^ = - (a; b; c* 0). 

a b c 

Bất đẳng thức Cauchy - Schwarz loại II (cộng mẫu số) 

© Vx; I /gQ và a > 0, > 0 thì — + — > + — ■ Dấu " = " xảy ra khi - = ^-- 

a b a+b a b 


© Vx; y; z GŨ và a > 0, Ỉ7 > 0, c > 0 thì — + — + — > — — - — — • Dấu " = ■ 

a b c a+b+c a b c 

Thông thường, ta sẽ sử dụng dạng cộng mẫu số khi có dạng bình phương và cả 2 

dạng làm cho bậc của bất đẳng thức giảm đi. 


Bài 1 .Chứng minh các bất đẳng thức sau 


a)Nểu 2x + 3y = 4 thì 2x 2 + 3y 2 > — • 

5 

c)Nếu 3x + 4y = 7 thì X 2 + y 2 > — • 
e)Nếu 3x + 4y = 10 thì x 2 +y 2 >4. 
g)Nếu 3a + 4:b = 7 thì 3fl 2 +4Ỉ7 2 >7. 

i)Nếu 3a-5b = 8 thì 7fl 2 +11Ỉ7 2 

137 

k)Nếu 2ữ + 3Ễ> = 5 thì 2a 2 + 3b 2 > 5. 


b) Nếu 6x + y = 5 thì 9x 2 + y 2 > 5. 

d)Nếu 6x + 12y = 5 thì 4x 2 +9y 2 >l. 

f)Nếu x + 7y = 10 thì X 2 + y 2 > 2. 

h)Nếu 2a-3b = 7 thì 3a 2 +5b 2 >^-- 

47 

j)Nếu a + 2b = 2 thì a 2 +b 2 >-- 

l)(x-2y + l) 2 +(2x-4y + 5) 2 >—, Vx, yeũ 

5 


Bài 2 .Chứng minh các bất đẳng thức sau 

a)Nếu X 2 + y 2 = 1 thì |3x + 4y|<5. b) Neu X 2 + 2y 2 = 8 thì |2x + 3y| < 2yỊv7. 

c)Nếu X 2 + 4y 2 = 1 thì |x-y|< — ■ d) Neu 36x 2 +16y 2 =9 thì |y-2x|<-- 

e)Nếu 4(a - 1) 2 + 9(ỉ> - 2) 2 = 5 thì |2fl + 6b-20|<5. 

Bài 3 -Chứng minh các bất đẳng thức sau 

a) 6\ X- I + Sv3 X < 10 \ 2, Vx e [l; 3] • b) 3yjx - 1 + 4\o X < 10, Vx E [l; 5] ■ 

c) yjl-x + \ 2 I X < Vó, Vx G [-2; 1] • d) 2Vx-4 + Vl3-X < 3v3, Vx G [4; 13] • 

e) 3ựx + 5 + 2\ 20 a < 13, Vx G [-5; 20] • f) 5ựx + 9 + 2 V 20 -X < 29, Vx G [-9; 20j ■ 

Bài 4 . Chứng minh các bất đẳng thức sau 

a) Neu X, y, z > 0 và x + y + z = l thì \ 1 --X I V 1 y I \ I z < v'6. 

b) Nếu Va, b, c gD thì 3 (a 2 +b 2 +c 2 )>(a + b + c) 2 . 

c) Nếu a 2 + b 2 +c 2 = 1 thì a + 3b + 5c < V 35 . 
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d) Nếu a 2 +b 2 +c 2 = 1 thì a + 2b + lSc<5. 

e) Neu a>c > 0 và b>c > 0 thì Ậ(a - c) + Ậ{b - c) < 4ãb. 

f) Nếu 4ữ + 9b + 16c = 49 thì - + — + — >49. 

a b c 

g) Nếu a + b + c = 1 thì y/a + l + y/b + l + y/c + l< 2v3. 

h) Nếu a + b + c = 12 thì \Ịa -3 -\Ịb " 2 - ýV - 1 < 3ý6. 
l)Neu ũ + b + c — 4 thl \Ị ã + b -ị- \jb~-\-~c + \+ + a V 2\fô . 

j)Neu (ỉ, Ỉ7, c là ba số thực thay đổi thỏa a + b + c = 6 thì a 2 +b 2 +c 2 >12. 

/7Ù/ 5 . Chứng minh các bất đẳng thức sau 


a)Nếu a + b> 1 thì a 2 +b 2 >-- 

c)Nếu a + b> 1 thì fl 4 +£*>-■ 

8 


b)Nếu a + fr>l thì a 3 +b 3 >-- 

4 

d)Nếu a + fe = 2 thì a* +b 4 > 2. 


Bài ố. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các biểu thức sau 


a )A = sj7-x + \/2 + x , với -2 < X < 7. 

c)c = i/ — 2x + 5 với 36x 2 + 16]/ 2 = 9. 

e)£ = a/x-1 + a/3-x. 
g) G = 2vX' 4 + v8 - X. 

i) 7 = 4^x + 3 + 5^4 - X. 


b) B = 6\Ịx - 1 + 8aÌ 3 - X với xe[l;3]. 

Ỵ 2 17^ 

d) D = 2x - y - 2 với — + — = 1. 

4 9 

I ) /' - %/3-x + s[x + 5. 
h) II • 5a/x + 1 + 3v6 -X. 
j) 7 = \il-2x + \Ịx + 8. 


Bài 7 . Tìm GTLN và GTNN của biểu thức (nếu có) 


a) Cho X, y eO và X 2 +y 2 = 5. Tìm GTLN và GTNN của biểu thức A = 2x + y. 

b) Cho X, y eiO và 2x 2 + 3y 2 = 6. Tìm GTLN và GTNN của biểu thức B = 4x + 2y. 

c) Cho X, y eQ và X 2 + 4y 2 = 10. Tìm GTLN và GTNN của biểu thức c = 3x + 5 y. 

d) Cho X, y, z eịỊ và xy + yz + zx = 1. Tìm GTNN của biểu thức D = x 4 + y 4 +z 4 . 

e) Cho X, y eũ và X 2 + y 2 = 1. Tìm GTLN của biểu thức E = xựl í y I yvl i X. 

f) Cho a > 1. Tìm GTLN của biểu thức F = 4ã + sinx + \ía + cosx. 

g) Cho x,y >0 và x + y = 1. Tìm GTNN của biểu thức G = - + — ■ 

X 4y 

h) Cho x / y,z>Ovà x + y + z = l. Tìm GTLN của / / - V 1 X I v 1 - y I V 1 - z. 

i) Cho xe [-2; 2]. Tìm GTLN và GTNN của biểu thức I = x + n/4-x 2 . 


Bài (S .Cho X, y, z > 0. Chứng minh: — — + ^— + — — > x + y + z _ 

y+zz+xx+y 2 


9 .(Czech and SlovakMatch 1999) Cho a, b, c> 0. Chứng minh: — - — + — - — + — — — >1. 

b + 2c c + 2a a + 2b 

Bài 10. Cho Ị x > y > 2 > 0 . Tìm giá trị nhỏ nhất của: p = — + — + — 

[x + y + z = 3 ■ X + 2y + 3z y + 2z + 3x z + 2x + 3y 


Bài 11. Cho các số thực duơng a, b, c, d. Chứng minh: -^— + ^— + -^— + -^—>2. 

b+c c+d d+a a+b 
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D'; 1 'ì r^u «>0, b>0, c>0 , a b c 

Bài 12 . Cho ị ■ Chứng minh: — - — + — - — + — - — >1. 

\a + b + c = 3 a + 2 bc b + 2 ca c + 2 ab 


D v. n • 1 fl 3 b 3 c 3 a 2 +b 2 +c 2 

Bài 13 .Cno a, b, c > 0. Chứng minh: — — + -— + -— > 

a + 2b b + 2c c + 2a 3 

r*>0,y>0,z>0 . , , ,Ẵ. , 1 1 1 

/lù/ /4 . Cho 1 • Tìm giá tri nhỏ nhât của: p = — — — + — — — + — — 

[XỊ/Z = 1 x {y + z) y ( z + l) z (x + y) 

Bài 15 . Cho fl, b, c>0. Chứng minh: — — >1. 

a 2 +2bc b 2 +2ca c 2 + 2ab 

Bài 16 . Cho X, y, z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện: x + t/ + z> 6. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

X 3 l/ 3 z 3 

thức: p = — — + — — + — — 
y + z x + z x + y 

Bài 1 7. Cho ị x > y > z > 0 ■ Tìm giá trị nhỏ nhất của: p = ^ — + -r -^- — + -r-^- 

[x + y + z = 1 ■ X + 8yz y + 8zx z + 8xy 

Bài 18 . Cho X, y, z> 0. Tìm giá trị nhỏ nhất của: p = — — — + — — — — — + — — — • 

y + yz + z z + zx + X X + xy + y 

Bài 19 . Cho X, y, z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện: x + y + z = 6. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

_ 1 111 
thức: p = — — =r — 7 + — + — + — • 

X + y + z xy yz zx 

BàỊ_20 . Cho X, y, z là các số thực dương thay đổi thỏa mãn điều kiện: x + y + z = 3. Hãy chứng minh 

ì X y z 

răng : — — - — + + — - - — > xyz. 

2x + yz 2y + zx 2z + xy 


HÉT 
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